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solucdao de problemas

Neste capitulo comeca-se por abordar a resolugao de problemas numa perspectiva curricular
e por discutir e analisar os conceitos de exercicio, problema e investigacao. 5ao desenvolvidas
formas de estudar a resolucio e a formulagdo de problemas, assim como as investigagoes.
Da-se particular énfase ao ensino de estratégias de resolucao de problemas.

2.1. INTRODUCAO

A grande finalidade da matematica escolar é desenvolver nos alunos capacidades para
usar a matemética eficazmente na sua vida diéria: a resolugio de problemas oferece uma
oportunidade dnica de mostrar a relevancia da matemdtica no quotidiano dos alunos,
apesar de toda a dificuldade que resolver problemas reveste. No entanto, sem a capa-
cidade para resolver problemas, a utilidade e o poder das ideias, conhecimentos e
capacidades matemiticas ficam seriamente limitados. Deste modo, a resolugao de
problemas & um meio para aprender novas ideias e capacidades matemaéticas. Para isso,
o ensino da matemdtica deve centrar-se na abordagem de problemas bem seleccionados
que conduzam ao envolvimento dos alunos. Os bons problemas podem proporcionar a
exploragio de conceitos matemdticos importantes e reforgar a necessidade de com-
preender e usar vérias estratégias, propriedades e relagdes mateméticas. Mas, antes de
tudo é necessério resolver muitos problemas, pois, como refere Pélya, aprende-se a
resolver problemas resolvendo problemas.

NOTA HISTORICA

George Polya (1887-1985)

Pélya nasceu na Hungria em 1887 e frequentou a Universidade de Budapeste onde obteve o
seu doutoramento em Matematica. Ensinou durante varios anos no Instituto de Tecnologia
de Zurique, Suica. No limiar da 2.* Guerra Mundial, para fugir ao nazismo, mudou-se para
os Estados Unidos da América, para a Universidade de Brown, e mais tarde para a Univer-
sidade de Stanford, onde ensinou até falecer, em 1985. Foi um homem extraordinario, quer
como matematico quer como professor. Entre 0s numerosos livros que escreveu destaca-se
o mais conhecido - How to Solve It (1945), que foi traduzido em 17 linguas (em portugués o
seu titulo é A Arte de Resolver Problemas). Este livro, conjuntamente com o Mathematical
Discovery (1962), alertou a comunidade de educadores matematicos para a importancia da
resolucao de problemas no ensino e aprendizagem da matematica continuando tao actuais
e importantes como quando foram escritos.
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2.2. A RESOLUCAO DE PROBLEMAS E AS RECOMENDAGCOES CURRI-
CULARES E PROGRAMATICAS

Resolver problemas faz parte da natureza humana, e, ao longo da histéria, matema-
ticos, filsofos, psicélogos e educadores tém reconhecido a importincia da resolugdo
de problemas e da existéncia de diferengas individuais na capacidade de chegar a uma
solugdo. Podemos dizer que a “era da resolucio de problemas” nasce a partir da reco-
mendagdo feita pelo NCTM! em 1989 de que “o foco” do ensino da matemadtica escolar
deve ser a resolug@o de problemas. Os problemas fizeram sempre parte da aula de
matemadtica, mas a €énfase e o modo de abordagem no contexto escolar eram diferentes
daqueles que o0 NCTM defende. No inicio da década de 90 a UNESCO, através da sua
Declaragdo Mundial sobre Educacdo para Todos, também refere claramente que a
resolugdo de problemas deve ser um instrumento essencial da aprendizagem, do mesmo
modo que a leitura, a escrita e o cdlculo. Em 1991, o NCTM vai mais longe quando
afirma

Normas para o Curriculo e a Avaliagdo em Matemdtica Escolar
(APMVIIE, 1991- Tradug#o portuguesa de Curriculum and Evaluation Standards
for School Mathematics, NCTM, 1989)

A resolugdo de problemas deve ser o foco central do curriculo de Matemética.
A resolugdo de problemas nio € um tépico distinto, mas um processo que atravessa
todo o programa e fornece o contexto em que os conceitos devem ser aprendidos e
as competéncias desenvelvidas (p. 29).

Em Portugal, a APM (1988) também refere, em relagio a esta questio, que um grande
objectivo para o ensino da matemdtica € a resolugdo de problemas, devendo estar no
centro do ensino e da aprendizagem matemdtica em todos os niveis escolares.

Os Programas Nacionais de Matemadtica, & semelhanga de outros organismos
(e.g. NCTM, 1989, UNESCO, 1990), também ddo &nfase a resolucido de problemas
em todos os niveis de escolaridade, no Ambito da iltima reforma curricular.

No 1.° ciclo, o programa (ME, 1990) defende que a organizagdo do programa
de matemadtica, nomeadamente os trés blocos que integram os conteidos e o0s
tipos de actividades a desenvolver nesta drea, deve girar em torno da resolugdo
de problemas, em situagdes de exploragio e descoberta, assim como em situagdes
de aplicagdo. Mais recentemente, no Curriculo Nacional para o Ensino Bdsico —

' National Council of Teachers of Mathematics — Organizagio de Professores de Matem4tica dos Estados
Unidos da América.
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Competéncias Essenciais (ME, 2001), para o 1.° ciclo sdo mantidos 0s mesmos
objectivos e defende-se que

Curriculo Nacional para o Ensino Bdsico — Competéncias Essencigis
(ME, 2001)

A resolugdo de problemas coloca o aluno em atitude activa de aprendizagem, quer
dando-lhe a possibilidade de construir nogdes como resposta as interrogacdes
levantadas (exploragéo e descoberta de novos conceitos) quer incitando-o a utilizar
as aquisi¢bes feitas e a testar a sua eficacia (p. 170).

No respeitante ao 2.° ciclo do ensino bisico (ME, 1991a), aparece como uma das
finalidades do ensino bésico desenvolver as capacidades de raciocinio e de resolugédo
de problemas, a par do desenvolvimento de capacidades de comunicagdo, bem como
a memoria, o rigor, o espirito critico e a criatividade. O Programa de Matemadtica
para 0 5.° e 6.° anos de escolaridade do ensino basico (ME, 1991d), no &mbito
das capacidades/aptiddes dos alunos, segue de perto os objectivos do 1.° ciclo, ou
seja, a matematica deve permitir desenvolver a capacidade de resolver problemas.
Nesse sentido, devem ser dadas aos alunos oportunidades de “analisar diferentes
componentes de uma situagdo; reconhecer analogias entre situagdes diferentes;
escolher uma estratégia adequada & resolugdo de uma situacdo; estimar e criticar
um resultado; interpretar e criticar resultados dentro do contexto da situagdo”
(p. 10).

Relativamente ao 3.° ciclo, na Organizagdo Curricular e Programas as finalidades da
disciplina de matemdtica sdo precisamente as mesmas do 2.° ciclo. No Programa de
Matemadtica para os 7.°, 8.° ¢ 9.° anos de escolaridade do ensino basico (ME, 1991c),
no 4mbito das capacidades/aptiddes dos alunos, refere que a matemdtica deve permitir
desenvolver a capacidade de resolver problemas. Nesse sentido, devem ser dadas aos
alunos oportunidades de “identificar o problema (compreender enunciados, formular
questdes, ...); procurar, seleccionar e interpretar informagfo relativa ao problema;
formular hipéteses e prever resultados; seleccionar estratégias de resolugéo; e inter-
pretar e criticar resultados dentro do contexto da situacdo” (p. 10). Além destas sdo
referidas outras capacidades para as quais a resolugio de problemas fornece um contexto
bastante rico.

De um modo geral, nas orientagdes metodolégicas para o ensino da matemaética no
ensino bésico parte-se do pressuposto de que o aluno € o agente da sua prépria apren-
dizagem; nesse sentido, a metodologia a utilizar deve proporcionar situacdes, individuais
ou em grupo, diversificadas e motivadoras, de modo a desenvolver o espirito de
pesquisa, a criatividade, o gosto de aprender, a autonomia e o sentido de cooperag@o.
Abrantes, Serrazina e Oliveira (1999) referem que, para desenvolver no percurso escolar
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dos alunos a competéncia matemdtica, deve incluir-se, entre outros aspectos, o
seguinte:

A Matemdtica na Educagdo Bdsica
(Abrantes et al., 1999)

A predisposicdo e a aptiddo para raciocinar matematicamente, isto €, para explorar
as situagOes problemdticas, procurar regularidades, fazer e testar conjecturas, for-
mular generaliza¢Ges, pensar de maneira i6gica (p. 4).

Do mesmo modo, podemos referir que as ideias expressas no Curriculo Nacional para
0 Ensino Bdsico — Competéncias Essenciais (ME, 2001), sobre as grandes finalidades
do ensino da matemdtica para o conjunto dos trés ciclos do ensino bdsico, sdo:
desenvolver a capacidade de raciocinio, a capacidade de comunicagio e a capacidade
de resolver problemas, Mais concretamente, em relagfio a resolugiio de problemas,
podemos ler o seguinte:

Curriculo Nacional para o Ensino Bdsico — Competéncias Essenciais
(ME, 2001)

A resolucdo de problemas constitui, em matemadtica, um contexto universal de
aprendizagem. Neste sentido, deve estar sempre presente, associada ao raciocinio e
a comunicagdo, e integrada naturalmente nos diversos tipos de actividades (p. 68).

Do exposto podemos sintetizar que a importéncia da resolugiio de problemas nio
€ s6 utilitiria mas sobretudo formativa, pois, além de nos ajudar a resolver os
problemas do quotidiano, permite principalmente desenvolver processos e capacidades
de pensamento que s@o o que de mais importante a matemadtica escolar pode desen-
volver num individuo, uma vez que estas actividades complexas de pensamento estio
presentes quando alguém € chamado a analisar, interpretar, criticar ou escolher, quer
num contexto educativo quer no dia-a-dia. Em educagio matematica, a resolugiio de
problemas € uma expressdo bastante abrangente que vai desde um objectivo do ensino
da matemética at€ um contexto de aprendizagem, passando por um contetido da
disciplina de matemdtica. Qualquer que seja a sua vertente ela “é fundamental,
sobretudo a nivel do ensino bésico, pois é uma actividade de incidéncia transversal
que abrange todas as disciplinas e que tem por finalidade o desenvolvimento de
capacidades reconhecidamente necessérias para a formagéo global dos alunos” (Vale,
1997, p. 3).

Apesar de presentemente haver unanimidade no reconhecimento da importancia que
a resolugdo de problemas desempenha num curriculo escolar de Matemdtica, h4 que ter
em atengdo o modo de a encarar, podendo afectar o processo de ensino-aprendizagem
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i da matemdtica, assim como da prépria resolugio de problemas. Entendemos que a
§ resolugiio de problemas é encarada segundo trés perspectivas — por um lado, como
! um processo, quando pretendemos dotar os alunos com estratégias de resolugdo
" tornando-os solucionadores cada vez mais aptos de problemas; é também uma
finalidade, quando tentamos atender aos aspectos matemdticos como explorar,
questionar, investigar, descobrir e usar raciocinios plausiveis; e, por fim, ¢ um método
de ensino, que surge para introduzir conceitos envolvendo exploragio e descoberta,
de acordo com as finalidades do ensino da matemdtica e de factos, conceitos e
procedimentos matematicos.

£scolha um nivel de ensino e analise o que as Normas e o Curriculo Nacional referem em
relagdo a resolucio de problemas de matematica.

2.3. SOBRE A RESOLUCAO DE PROBLEMAS

As perspectivas sobre como encarar a resolugio tém vindo a evoluir sucessivamente
de um contetido matemdtico para um modo de encarar o ensino e a aprendizagem da
matemitica e também a prépria matemitica. Do mesmo modo, o préprio conceito de
problema tem vindo a evoluir para actividades mais abertas, podendo ser encarado nao
como uma formulagiio bem definida de uma situagdo com uma resposta adequada mas
também como uma questio mais aberta que pode sugerir vérias solugbes. Contudo,
apesar de todo o trabalho que se tem desenvolvido nos dltimos anos, ainda & necessirio
clarificar alguma terminologia usada na abordagem desta tematica.

2.3.1. CLARIFICACAO DE CONCEITOS

Segundo o senso comum, ou seja, num contexto social do quotidiano, a resolugdo
de problemas é um processo através do qual o individuo ou o grupo de individuos
identifica e descobre meios eficazes para resolver conflitos com os quais se confronta
no dia-a-dia. E um processo cognitivo de aprendizagem, pois, ao resolver um problema,
adquire conhecimento que lhe permite enfrentar outro tipo de situagdes semelhantes.
Este processo envolve o levantamento de questdes, a andlise de situagdes, a realizagio
de esquemas, a formulagio de conjecturas e a tomada de decisdes. A resolugio de
problemas num contexto da matemadtica escolar nio serd muito diferente mas talvez mais
especifica. E um processo onde se combinam vérios elementos, tais como: a organizagao
da informag#o, o conhecimento de estratégias, as diferentes formas de representacio, a
tradugdo de linguagens, a aplicagdo de vérios conhecimentos, a tomada de decisdes, a
interpretagio da solugo, etc., e uma gestio e controlo de todos estes elementos. E uma
actividade complexa, de um aprendiz motivado, que pde em jogo vérias capacidades
cognitivas de ordem superior.

© LIDEL — EDIGOES TECNICAS
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Mas o que se entende por capacidades cognitivas de ordem superior? Na Taxonomia
de Objectivos Educacionais de Bloom, adaptada para a matemdtica pelo projecto
National Longitudinal Study of Mathematical Abilities (NLSMA), debateu-se afincada-
mente sobre tarefas rotineiras e de ordem superior (ou complexas) em matemdtica. Toda
a aprendizagem envolve pensamento, mas a grande diferenca reside no facto de,
enquanto que no ensino tradicional a aprendizagem centrava-se na mera indicagdo de
alguns conceitos e na prescrigdo de alguns procedimentos especificos, presentemente,
a énfase do ensino encontra-se em desenvolver nos alunos capacidades de comunicagio
e de raciocinio. Estas capacidades sdo vulgarmente designadas por capacidades de
pensamento “de ordem superior”. Em termos simples podemos dizer que o pensamento
de ordem superior inclui todas as tarefas intelectuais que vdo para além da mera
recuperacdo de informagdo; qualquer transformagio da informagfo é por definigfio
pensamento “de ordem superior”. Abrantes, Leal e Ponte (1996) entendem as capaci-
dades de ordem superior como aquelas que “estdo ligadas 2 identificagfo e resolucio
de problemas, ao pensamento critico e ao uso de estratégias de natureza metacognitiva”
(p- 2). O pensamento de ordem superior pode tomar também a forma de capacidades
metacognitivas, tais como planear e auto-avaliar. Estas tarefas podem ser independentes
ou diluidas no conteido da tarefa nas quais sfio aplicadas. H4 tarefas que necessitam
de pensamento de ordem superior e aqui aparecem a resolugio de problemas e as
actividades de natureza mais aberta, como as investigagdes.

Muitos autores t&m registado vdrias definigGes sobre a resolugio de problemas, e
podemos concluir que todas sio convergentes num ponto: a resolugdo de problemas
envolve o recurso a procedimentos que, apesar de o individuo os possuir, terd de escolher
0s que mais se adaptam a situagdo em causa. A capacidade para ter sucesso nio estd
directamente ligada ao conhecimento dos conteiidos, mas depende também da experién-
cia e conhecimento das préprias capacidades e limitagBes de cada um. Este processo
envolve conceitos, procedimentos e raciocinios. Pélya (1980) diz que “resolver um
problema € encontrar uma saida da dificuldade, é encontrar um caminho  volta de um
obstdculo, para obter um fim desejdvel, que ndo estd disponivel de imediato através de
meios apropriados” (p. 1). Os Principles and Standards do NCTM (2000), que designa-
remos por Normas 2000, referem que “A resolugdo de problemas € o processo de
identificar e utilizar os conhecimentos disponiveis para formular e adaptar estratégias
em direcgdo a uma nova situagdo” (p. 186).

Definir problema ¢ um propésito dificil, j4 que uma determinada situag@o pode ser
um problema para um dado individuo, num dado momento, e para 0 mesmo individuo,
num outro momento, ser apenas um exercicio ou um facto especifico. Podemos assim
concluir que existe um conjunto de factores inerentes ao individuo e a prépria tarefa,
além de outros, que vdo condicionar quer a sua caracterizagio quer o seu desempenho.
Das viérias defini¢des de problema podemos retirar que um problema € uma situagio
para a qual ndo se dispde, 4 partida, de um procedimento que nos permita determinar a
solugdo, sendo a resolugio de problemas o conjunto de acgdes tomadas para resolver
essa situacdo.
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Atentemos nalgumas das defini¢des de problema no quadro seguinte:

Um individuo estd perante um problema quando se confronta com uma questio a
que ndo pode dar resposta ou uma situagio que ndo sabe resolver, usando o conheci-
mento imediatamente disponivel (Kantowski, 1974).

Ter um problema significa procurar conscienciosamente alguma ac¢do apropriada
para atingir um objectivo claramente definido, mas ndo imediatamente atingivel
(P6lya, 1980).

Um problema ocorre quando se € confrontado com uma situagio inicial e se pretende
chegar a outra situa¢@o final, sem se conhecer um caminho 6bvio para a atingir
(Mayer, 19835).

Um problema é uma situac¢do na qual um individuo ou grupo € chamado a executar
uma tarefa para a qual ndo tem acesso a um algoritmo que determine completamente
o método de resolucio (...) A situacdo ndo pode ser considerada um problema se a
realizagdo da tarefa ndo for desejada pelo individuo ou grupo (Lester, 1983).

2.3.2. EXERCICIO — PROBLEMA

Distinguir exercicio de problema é essencial num processo de ensino. Em relagio a
esta diferenca podemos referir que s6 se tem um problema se nio se sabe como chegar
até i solugdo, pois, se uma questio nio tem surpresas ¢ pode ser resolvida confor-
tavelmente utilizando procedimentos rotineiros e familiares, ndo interessando quio
complicados sejam, é um exercicio. Assim, um exercicio resolve-se habitualmente por
processos mecanizados € repetitivos.

P Exemplo:
Calcule o quociente e o resto da seguinte divisao 2487: 45
Esta questiio resolve-se por um processo rotineiro e familiar €, como tal, € um exercicio.

Estd-se perante um problema quando ndo se possui um algoritmo que conduza
directamente 2 solugio.

» Exemplo:

No dia de Natal cada um dos seis membros da familia da Inés d4 uma prenda a todos
os outros. Quantas prendas se trocam nesse dia?

Esta questdo ndo pode ser resolvida pela aplicagdo directa dum algoritmo conhecido.
Envolve a mobilizagdo dos conhecimentos ja adquiridos e a utilizagio de estratégias
de resolugdo adequadas a situagdo, podendo também envolver procedimentos rotineiros
e algoritmos.
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Por outro lado, a classificacdo de uma dada situagfio como problema depende de quem
a resolve. Uma mesma questdo pode ser um exercicio para uns ¢ um problema para
outros, e ainda para o mesmo individuo uma situag@o pode ser um problema numa fase
de aprendizagem e exercicio noutra fase posterior.

P Exemplo:
Dou ao meu ciio trés biscoitos por dia. Quantos biscoitos come ele por semana?

Para um aluno que conhece o algoritmo da multiplicacio, esta questio é um exercicio.
Para um aluno do 1.° ano, que ndo é conhecedor do conceito e do algoritmo da
multiplicagdo, esta questdo € seguramente um problema.

H4 assim uma grande subjectividade na classificagio de uma dada questio como
problema, Como refere Kantowski (1974), o problema de um pode ser o exercicio de
outro e a frustracdo de um terceiro. Pode ainda verificar-se que a pessoa ndo tem
conhecimentos e capacidades para abordar a questio e, como tal, nZo sente motivagdes
para a enfrentar. Como refere Lester (1994), a sitwagdo ndo pode ser considerada um
problema se a sua realiza¢do ndo for desejada pelo individuo. E assim temos, além dos
aspectos cognitivos, os aspectos afectivos a interferir na realizagdo das tarefas
matemdticas.

2,3.3. PROBLEMA — INVESTIGACAO

Ultimamente surgiram outros termos que, sendo para muitos autores sinénimos de
problemas, para outros ndo o sdo. A palavra “problema” é muitas vezes utilizada para
significar uma tarefa, com um enunciado bem definido e estruturado (problema de texto
pronto, segundo a designagio de Mendonga, 1999), mas também com o significado de
projecto, actividade ou investigagio, problema de natureza mais aberta que permita ao
aluno varios processos de resolu¢éo onde tenha de “investigar” para chegar a um
resultado. Do mesmo modo, a resolugdo de problemas é identificada muitas vezes como
sinénimo de trabalho de investigagéo.

A resolugdo de problemas e as investigagdes sio duas actividades que envolvem
processos complexos de pensamento que permitem desafiar os alunos, tendo algumas
diferengas que podemos sintetizar nos trés pontos seguintes, considerando a opinido de
alguns investigadores. O aspecto que mais os distingue serd o cardcter aberto das
investigagoes, assim como o tipo de estratégias que estas actividades utilizam que sio
dificeis de sistematizar, 0 que ndo acontece na resolugo de problemas. Por outro lado,
na resolugdo de problemas, o problema estd formulado e as questdes sdo normalmente
dadas pelo professor, enquanto que nas investigagdes as questdes sio mais abertas, estio
menos elaboradas e o aluno pode participar na sua formulagio. Por fim, a resolugio de
um problema pressupde sempre uma solugio, enquanto que a investigacdo poderd ter ou
niao, uma vez que a énfase reside na exploragfio da questio por todos os caminhos
possiveis, pois, de acordo com Pirie (1987, p. 2), “o objectivo € a viagem e nfo o destino”.
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B Exemplo 1:

O Joido, a Inés e a Rita encomendaram uma piza grande para o jantar. O Jodo comeu
o triplo do que comeu a Rita. A Rita comeu o dobro do que comeu a Inés. Se a piza
foi cortada em 36 fatias, quantas fatias comeu cada um dos trés amigos?

P Exemplo 2:

Encontra relagdes interessantes no tridngulo de Pascal

1 3 3 1
I 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

O primeiro exemplo ilustra uma tarefa bastante estruturada com as questdes bem
definidas, onde é preciso descobrir o caminho para atingir a resposta. No segundo
exemplo, a tarefa € mais aberta, pois nio estd formulada nenhuma questio. E necessirio
procurar todas as possibilidades. Esta segunda situagéio € um problema aberto designado
por vdrios autores por investiga¢do, de acordo com as consideragdes mencionadas atrés.
De qualquer modo, sejam problemas ou investigagbes, a componente mais rica destas
actividades serd sem didvida a discussédo final, quando os alunos tém de expor as suas
ideias e utilizar argumentos que as sustenham. Mais do que distinguir problema de
investigacdo, o importante € apresentar aos alunos um conjunto de propostas de trabalho
interessantes que envolvam conceitos matemdticos fundamentais e onde os alunos
tenham oportunidade de experimentar, discutir, formular, conjecturar, generalizar, provar,
comunicar as suas ideias e tomar decisdes.

Ao longo deste texto exploramos a designagdo de problema no seu sentido mais

amplo; muitas das vezes esses problemas, quando mais abertos, podem ter a designacéo
de investigagdes.

| Apresente trés situacdes que evidenciem a diferenca entre exercicio, problema e investigagao.

2.3.4. DIFICULDADES COM A RESOLUGAO DE PROBLEMAS

: A aprendizagem em resolugdo de problemas €, pela sua natureza, uma actividade
mtelectual extremamente complexa, pois implica mais do que lembrar factos ou a

@ LIDEL - EDICOES TECNICAS
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aplicacdo de procedimentos bem aprendidos. Implica a coordenag@o de conhecimentos,
experiéncias prévias, intuicdo, atitudes e concepgdes. Sdo importantes a memdria,
conhecimentos, factos especificos, o uso de uma grande variedade de capacidades e
procedimentos e muitas outras capacidades no dmbito do dominio cognitivo € meta-
cognitivo ¢ dominio afectivo.

Schoenfeld (1992) refere que algumas das concepgdes que os alunos manifestam
podem dificultar o sucesso em resolugdo de problemas. Por exemplo, uma das con-
cepgbes muito comuns entre os alunos € a de que os problemas tém sempre uma solugio
e que esta € Unica. Ou que os problemas tém de ser rapidamente resolvidos em poucos
minutos. Estas concepgdes tém efeitos prejudiciais no desempenho dos alunos, pois pode
leva-los a desistirem caso ndo consigam resolver um problema ao fim de alguns minutos
ou caso descubram que o problema nio tem solugéo.

Outra das principais dificuldades em resolu¢do de problemas reside na com-
preensdo. Partindo do pressuposto de que para compreender € essencial rela-
cionar, esta deve ser uma fase de extrema importincia no ensino da resolugio de
problemas.

Lester e Schroeder (1989) referem que a compreensio ajuda a resolug@o de problemas
de cinco modos distintos:

1) desenvolve o tipo de representagdo que o aluno pode construir;

2) ajuda o aluno a coordenar a selecgio e execugdo de procedimentos (estratégias,
algoritmos, ...};

3) ajuda o aluno a julgar a razoabilidade dos resultados; i

4) promove a transferéncia do conhecimento para problemas que com este estejam
relacionados;

5) promove a generalizagdo para outras situagdes.

Ja Mason, Burton e Stacey (1985) identificam trés factores principais que afectam o
pensamento matemético:

1) a capacidade de usar processos subjacentes ao pensamento matemético;

2} a confianca para lidar com estados emocionais e psicolégicos, para deles tirar o
melhor proveito;

3) a compreensio dos conteiidos matematicos.

Como processos subjacentes ao pensamento matemadtico, consideram o particularizar,
conjecturar, generalizar e argumentar. A incapacidade para generalizar traduz uma certa
incapacidade de pensar matematicamente, uma vez que a generalizacgio € a esséncia do
pensamento matemético. Segundo estes autores, a capacidade de pensar matemati-
camente pode ser desenvolvida através de uma pritica reflexiva. Contudo, esta pratica
requer bastante tempo: tempo para pensar, para resolver, para propor alternativas, para
conjecturar, para formular e para discutir.

ELIGUES | EUNIUAS -
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Resolugdo de problemas

2.4, FORMAS DE ABORDAR A RESOLUCAO DE PROBLEMAS

A falta de sucesso na resolucdo de problemas decorre, a maior parte das vezes, nao
da falta de conhecimentos matemdticos mas sim da ineficicia do vso desses conheci-
mentos. Por vezes, quem estd a resolver o problema ndo sabe mobilizar o conhecimento
gue possui para aplicé-lo a nova situago. Nesse sentido, o conhecimento de modelos
de resolugdo e de estratégias de resolugdo poderd constituir uma ajuda vilida na
organizagdo do pensamento individual e, consequentemente, na procura de caminhos
possiveis de resolugio e exploragéo das situagdes. Por outro lado, s6 se aprende a re-
solver problemas resolvendo problemas. Assim, comegaremos por ver o que a literatura
nos diz sobre os problemas.

2.4.1. TIPOLOGIA DE PROBLEMAS

As tarefas num processo de ensino e aprendizagem sdo determinantes para caracterizar
o trabalho que se desenvolve na sala de aula. Estas podem ser diversificadas, desde
perguntas, problemas, construgdes, aplicages, investigagdes, exercicios. As recomen-
dacdes internacionais v@o no sentido de se valorizarem as que envolvem processos
mateméticos complexos e que requerem criatividade por parte do aluno. Nesse sentido
vio todas as tarefas ndo rotineiras.

Deve-se dar bastante atengfo a selecgdo de problemas de cunho exploratério e de
investigacdo a propor nas aulas, que devem ser um desafio para todos os alunos, de
modo a colocar hipéteses € a testar conjecturas, e que no fim sejam discutidos por todos
na aula. Uma vez que os problemas ajudam o aluno na aquisi¢do de novos conheci-
mentos matematicos ¢ sa0 essenciais num ensino da matemaitica, é necessdrio identificar
algumas caracteristicas que um problema deve ter para ser considerado um bom pro-
blema de matematica.

Um bom problema, segundo as Normas 2000, deve geralmente possuir trés
caracteristicas:

1) ser problemaitico, a partir de algo que faz sentido e onde o caminho para a solugio
ndo estd completamente visivel;

2) ser desafiante e ser interessante a partir de uma perspectiva matemaética;

3) ser adequado, permitindo relacionar o conhecimento que os alunos ja tém de
modo que o novo conhecimento e as capacidades de cada aluno possam ser
adaptadas ¢ aplicadas para completar as tarefas.

Um ensino de resolugio de problemas exige, obrigatoriamente, o recurso a problemas,
devendo existir uma grande variedade de problemas disponiveis que podem ser
utilizados no ensino da matemdtica. Virios investigadores tém-se debrugado a fazer uma
categorizagiio de problemas que pode ser 1til para quem aprende a resolver problemas
€ para quem ensina segundo uma perspectiva de resolug@o de problemas. Vejamos duas
dessas tipologias.
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Charles e Lester (1986) propdem uma tipologia de problemas adequada para o 1.°
ciclo do ensino bdsico e que apresenta cinco tipos de problemas:

2.4.1.1. Tipologia de problemas (Charles e Lester, 1986)

Problemas de um passo

Sio os que podem ser resolvidos através da aplicacfio directa de uma das quatro
operagdes bdsicas da aritmética.
» Exemplo:

O sr. Jodo tem um quiosque, onde vende postais. No tltimo ano vendeu 23 caixas
de postais, realizando 138 euros. Quanto é que o sr. Jodo realizou em cada caixa de
postais que vendeu?

Problemas de dois ou mais passos

Sio os que podem ser resolvidos através da aplicagio directa de duas ou mais das
quatro operagdes bésicas da aritmética, respectivamente.

» Exemplo:

O Lufs tinha 600 berlindes. Na escola, resolveu dar metade a sua colega de carteira.

Mais tarde deu 1/4 do resto ao irm&o. Com quantos berlindes ficou o Luis? ‘Il
#
Problemas de processo o
]
S0 os que s6 podem ser resolvidos através da utilizagdo de uma ou mais estratégias =
de resolugiio. S3o os que ndo utilizam processos mecanizados ou estandardizados. i
b

» Exemplo:

Quando a Ana resolveu aprender canto, ji sabia quatro cang¢des. Ao fim da primeira 1
semana de aulas de canto, j4 sabia cinco cangdes. No final da segunda, sabia sete e no
final da terceira semana sabia dez. Se continuar a aprender a este ritmo, quantas cang0es
saberd a Ana ao fim de quinze semanas?

Problemas de aplicagdo

S3o os que normalmente requerem a recolha de dados acerca da vida real e a tomada|
de decisdes. Muitas vezes utilizam uma ou mais operagdes e uma ou mais estratégias
de resolugdo. '

W Exemplo:

No fim do ano uma turma pretende realizar um jantar de confraterniza¢fio. Apresente duas
propostas de ementa, sabendo que s3o quinze alunos e a verba disponivel sdo 125 euros.

N
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Problemas tipo puzzle

Sédo problemas que necessitam como que de um “flash” para chegar a solugdo. Estes
problemas podem suscitar o interesse do aluno e habitué-lo a “olhar” para os problemas
sob diversos pontos de vista.

» Exemplo:

Desenhe quatro linhas, sem levantar . . .
o lapis do papel, de modo que passem . . .
pelos nove pontos. . . .

A classificagdo adoptada tem frequentemente a ver com o piiblico a que se destina
e também com as concepgdes pessoais do professor em relagéio a natureza dum problema
de matemdtica e & resolugdo de problemas. Nesse sentido, 0 modelo de Charles e Lester
(1986) tem-se mostrado suficiente para a categorizagdo dos problemas a utilizar com
alunos do primeiro ciclo. O projecto GIRP? (Vale, 2002) apresenta outra tipologia de
problemas onde ndo se pressupde a inclusao de cada problema num e num s6 dos tipos
¢ ndo sdo considerados os problemas tipo puzzle.

2.4.1.2. Tipologia de problemas (GIRP)

Problemas de processo

Um problema deste tipo nio se resolve, geralmente, pela aplicagio directa de um
algoritmo, isto €, dificilmente se resolverd sem a utilizag¢do de estratégias de resolugio
de problemas, tais como: descobrir um padrdo, trabalhar do fim para o principio, fazer
um esquema ou um desenho, fazer uma lista organizada, reduzir a um problema mais
simples, formular e testar uma conjectura. Estes problemas podem ndo estar relacionados
com os conteddos programéticos e, se estiverem, pode n3o ser necessdria para a
resolugiio a sna utilizagéo directa, para além de conhecimentos elementares de aritmética
¢ geometria.

ERY

ra
10 |
es
» Exemplo:

Quantos quadrados podemos contar num tabuleiro de xadrez?

da |« Problemas de conteido
as ¢ Um problema deste tipo requer a utilizagio de conteddos programiticos, conceitos,

definigdes e técnicas matemdticas. Sem eles dificilmente poderd ser resolvido.

? Grupo de Investigagdo em Resolugio de Problemas, constitufdo por: Domingos Fernandes; Anténio
Borralho; Ana Leitdo; Helena Fernandes; Isabel Cabrita; Isabel Vale; Lina Fonseca:; e Pedro Palhares.
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P Exemplo:

Determine as amplitudes dos Angulos de um tridngulo sabendo que o tridngulo é
isdsceles e que um dos dngulos tem 75  de amplitude.

Problemas de aplicacdo

Um problema deste tipo utiliza dados da vida real, apresentados ao solucionador ou
por ele recolhidos. A tomada de decisdes assume uma relevancia importante e surge
como consequéncia da anilise dos dados. A resolucdo destes problemas passa muitas
vezes pela utilizagdo de uma ou mais estratégias de resolugio de problemas. Estes
problemas podem admitir mais do que uma solucdo e, contrariamente aos outros
problemas, podem demorar vdrias horas ou dias a serem resolvidos.

P Exemplo:

Uma turma quer deslocar-se a Espanha em passeio. Sabendo que pretendem seguir

[}

e

eI = P ST S

o trajecto Porto — Vigo — Madrid - Salamanca — Porto, que vio utilizar parques de =

campismo ¢ gastar, no maximo, dez dias, faca um levantamento do custo do passeio
por aluno, tendo em conta as seguintes despesas: bilhete de autocarro; alimentagao; taxas
dos parques de campismo; extras.

Problemas de aparato experimental

Um problema deste tipo requer a utilizagdo de um aparato experimental, sobre o qual
o solucionador deve exercer as suas acg¢des. E um tipo de problema que dificilmente

se resolve sem a utilizagdo do aparato e que suscita a utilizagio de métodos de

investigacdo proprios das ciéncias experimentais. S3o problemas que permitem desen-

volver certas capacidades, tais como: planificar, organizar dados, interpretar dados, pesar,
medir e contar. Estes problemas permitem que o solucionador manifeste determinadas *
competéncias que com outro tipo de problema nem sempre sdo identificdveis, podendo =

também suscitar a resolu¢io de vdrios subproblemas.

P Exemplo:

I. Construa um péndulo com um pedago de fio de 60 cm ¢ um objecto de 30 g.
1. Quanto tempo demora o péndulo a oscilar 10 vezes?
2. Qual a amplitude, aproximada, da oscilag¢do?
3. Substitua o objecto por um outro com 15 g e responda as questdes anteriores.
4. Faga vdrias experiéncias.

II. Corte 10 ¢cm ao fio do péndulo. Responda novamente as questdes de 1.
III. Corte sucessivamente o fio do péndulo até ao minimo de 30 cm. Responda
novamente as questdes de L.

Descubra relaces entre:

- 0 tempo gasto nas oscilagbes e o comprimento do fio do péndulo;
— a amplitude das oscilagdes e o comprimento do fio do péndulo.

“© ' LIDEL - EDICOES TECNICAS"
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Nesta tipologia um mesmo problema pode inserir-se em mais do que um dos tipos
apresentados. O esquema anexo ilustra o modo como os quatro diferentes tipos de
problemas s¢ podem relacionar.

Problemas o
Aplicagao

Conteddo

Os problemas a que iremos dar atengdo especial sdo 0s problemas de processo.

2.4.2. MODELOS DE RESOLUGAO DE PROBLEMAS

Nio existe um dnico método para resolver problemas nem para ensinar a resolver
probiemas. Foi Pélya (1973) no seu famoso livio How to Solve It que primeiramente
descreveu um método para resolver problemas baseado em heuristicas gerais, no qual
um problema era decomposto em quatro fases. O modelo prescritivo de Pélya continua
a ser uma referéncia essencial para todos os investigadores na drea da resolugao de
problemas tendo alguns desenvolvido modelos que tém por base o apresentado por
Pélya. Para este investigador, ensinar a resolver problemas envolve experiéncias
considerdveis e um estudo aprofundado sobre o processo de chegar & solugéo. O pro-
fessor, que quer melhorar a capacidade de resolver probiemas do aluno, deve orientar
a sua atengdo para certas perguntas-chave ou sugestoes que correspondem as operagdes
mentais usadas na resolugio. Pélya sugere uma lista de questdes e sugestdes que estdo
agrupadas em quatro fases que constituem o processo de resolugio de problemas.

! W

2.4.2.1. Modelo de Poélya (adaptado de Pélya, 1973)

Compreender o problema

-

E necessirio compreender o problema para tentar dar uma resposta. Deve identificar-se
o que € conhecido (os dados), o que é desconhecido (o objectivo) e que condigdes sdo
apresentadas;

Delinear um plano

E necessério delinear um plano para chegar a solugdo. Deve comegar-se por pensar
nas suas experiéncias anteriores e procurar algo que se relacione com o problema em
causa ¢ que tenha j4 sido resolvido, ou pode tentar-se vérias abordagens antes de decidir
qual a que parece mais promissora. Para esta fase sugerem-se algumas heuristicas: usar
problemas auxiliares, decompor e recombinar o problema, tentar evocar € resolver
problemas relacionados (que podem ser uma simples versdo ou uma generaliza¢io do
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problema existente), desenhar uma figura, fazer uma conjectura e testa-la e trabalhar
de trds para a frente;

Executar o plano

Nesta fase executa-se o plano que se elaborou até chegar a solugdo. Se se chegar a
um impasse, volta-se a fase de planificag@o, ou seja, 4 segunda fase;

Verificar

Nesta fase verifica-se a solugiio obtida de acordo com os dados e as condigdes
apresentadas no problema.

E de salientar que este modelo, em vez de ser uma descrigdo de como os alunos com
sucesso pensam, € uma proposta para ensinar a resolver problemas; além de ser valioso
como guia na organizagio do ensino, € também bastante til na identificacio de dreas
de dificuldade manifestadas pelos alunos ou na clarificacio do processo mental
envolvido em actividades de resolugéio de problemas que tenham sido bem sucedidas.
Pélya referiu que, seguindo consistentemente e sequencialmente estas fases, a maior
parte dos alunos podem ser ensinados a ter sucesso em resolugéo de problemas.

Fernandes, Vale, Fonseca e Pimentel (1995) propdem uma adaptagdo do modelo de’
Polya para ensinar a resolver problemas a alunos do ensino bdsico, no qual a segunda
e terceira fases do modelo de Pélya aparecem juntas, uma vez que na pratica é dificil
distingui-las. Também referem que € importante aprender a utilizar técnicas e estratégias
de resolucdo que poderdo ajudar os alunos a resolver mais facilmente uma grande
diversidade de problemas, sobretudo se estiverem a trabalhar sozinhos.

2.4.2.2, Modelo de resolugdo de problemas (adaptado de Fernandes, Vale, Silva,
Fonseca e Pimentel, 1998)

Ler e compreender o problema

Deve ser lida toda a informagdo. Devem ser identificados os dados e as condi¢des
da situac@o apresentada. Devem ser analisadas e discutidas todas as palavras, expressoes
e condigdes. Identificar os dados principais. O solucionador (ou o professor) deve
colocar questdes sobre o problema de modo a entender o que se pretende.

Fazer e executar um plano

Devem ser escolhidas as estratégias que nos podem ajudar a resolver o problema e
como utilizé-las. Recordar um problema semelhante ou identificar subproblemas pode
ajudar. Organizar a informagdo numa tabela pode contribuir para uma melhor identifi- g
cacdo de uma estratégia. Implementar a(s) estratégia(s) escolhidas. ,E

Verificar a resposta

Verificar se as solugbes encontradas estdo de acordo com a interpretacio do problema.
Caso ndo estejam, verificar os cdlculos ou mudar de estratégia. Procurar resolugdes
alternativas.

5
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Vejamos um exemplo onde se utiliza este modelo de resolugio.

W Exemplo:

Numa fibrica de refrigerantes hd caixas de quatro latas e caixas de seis latas. Um
cliente encomendou 114 latas em 24 caixas de ambos os tipos. Quantas caixas de seis
latas fazem parte da encomenda?

Resolugao
Ler e compreender o problema

Podemos formular algumas questdes que ajudem a compreensdo:
Que tipo de caixas hd na fibrica?

Qual foi a encomenda do cliente?

Ha caixas de 4 latas e caixas de 6 latas.

O cliente quer 24 caixas de ambos os tipos com 114 latas.

O que € que se quer saber?
Quantas caixas de 6 latas h4 numa encomenda de 114 latas embaladas em
caixas de 4 e de 6 latas.

Fazer e executar um plano

Que estratégias nos podem ajudar a resolver o problema? Como utilizd-las?
Podemos utilizar a estratégia Fazer Tentativas ¢ a0 mesmo tempo Fazer uma Lista
Organizada que nos ajude a encontrar a solugfio. Por uma questio de organizagio
podemos listar as tentativas numa Tabela.

Se tivermos 12 caixas de 6 latas e 12 caixas de 4 latas teremos 12 x 6 + 12 x 4 = 120.
Esta tentativa nfo serve porque obtivemos 120 latas e a encomenda é de apenas 114.
Experimentemos outros valores:

N.® de caixas de 6 latas N.? de caixas de 4 latas Total de Iatas nos dois tipos de caixas

5

5 12 12 12x6+12x4=120

’ 11 13 11 x6+13x4=1I8
10 14 10 %6+ 14 x4 =116
9 15 Ix6+15x4=114

w

Na encomenda hd 9 caixas de 6 latas.

Verificar a resposta

Verificar os célculos.
Verificar se a resposta obtida estd de acordo com o que € pedido no problema.

LIDEL — EDIGOES TECNICAS

Qualquer um destes modelos envolve o recurso a um conjunto de estratégias para
© delinear e executar o plano de resolugio.
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2.4.3. ESTRATEGIAS

Em todos os modelos o busilis estd na segunda fase, uma vez que ndo h4 apenas um
modo “certo” de resolver um problema, podendo ser utilizadas muitas estratégias que
desempenham um papel importante para o seu sucesso. Entende-se por estratégias de
resolugido de problemas um conjunto de técnicas a serem dominadas peto solucionador
€ que o ajudam a “atacar” o problema ou a progredir no sentido de obter a sua solugio
(Vale, 1994). Para explorar esta fase houve necessidade de tornar as heuristicas de Pélya
mais explicitas e mais apropriadas para o solucionador.

As estratégias de resolucio de problemas fazem parte do kit de ferramentas mate-
madticas que os alunos possuem e que os podem ajudar a explorar um problema (NCTM,
1989). E se nenhuma serve? Neste sentido, Pélya (1973) ndo nos ajuda muito, dizendo
apenas que a primeira regra para a descoberta € ter “miolos” e sorte e a segunda é
continuar envolvido até ter uma ideia brilhante.

2.4.3.1, Estratégias de resolucdao de problemas

Descobrir um padrdo/Descobrir uma regra ou lei de formagdo

Esta estratégia centra-se em certos passos do problema e a solugdo é encontrada por
generalizagdes de solucdes especificas.

Um matemdtico, tal como um pintor ou um poeta, é um mesire de padrées; as ideias,
como as cores ou as palavras, devem estar em perfeita harmonia - Thomas Hardy
Fazer tentativas/Fazer conjecturas

Nesta estratégia tem de se “adivinhar” a solugdo, segundo os dados do problema, e
confirmar ou ndo as condi¢des do problema.,

Certamente que temos de aprender a provar, mas também temos de aprender a
adivinhar — George Pélya
Trabalhar do fim para o principio

Nesta estratégia comeca-se pelo fim ou pelo que se quer provar.

Usar dedugdo logica/Fazer eliminagdo

Nesta estratégia encaram-se todas as hipéteses e vai-se eliminando, uma a uma,
aquelas que ndo sdo possiveis.
Reduzir a um problema mais simples/Decomposicdo/Simplificagdo

Esta estratégia implica resolver um caso particular de um problema. Normalmente,
aparece associada a estratégia de descoberta de um padrio.

Divide um problema a estudar em tantas partes quantas possas e necessites para o
resolveres mais facilmente — René Descartes

|
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Fazer uma simulacdo/Fazer uma experimenta¢do/Fazer uma dramatizag¢do
Esta estratégia consiste em utilizar objectos, criar um modelo ou fazer uma
dramatizacdo que traduza o problema a ser resolvido.

Fazer um desenho, diagrama, grdfico ou esquema
Um desenho vale mais do que mil palavras.

Fazer uma lista organizada ou fazer uma tabela

Utiliza-se como estratégia de resolucéio ou simplesmente para representar, organizar
¢ guardar informagéo.

Algumas das estratégias de resolugao de problemas apresentadas atras, devido as suas
grandes potencialidades, tém sido estudadas mais como tdpicos especificos do que como
estratégias de resolugdo de problemas. Por exemplo, “descobrir um padrdo” tem sido
mais estudada no contexto do “pensamento algébrico” do que na resolugio de problemas
como estratégia, assim como “fazer uma lista organizada” tem sido mais estudada na
area da combinatéria ligada ao uso de diagramas de arvore.

Comente a afirmacao: "As estratégias tornam os problemas mecanizados”.

2.4.4. RESOLUCAOQ DE ALGUNS PROBLEMAS

Acreditamos que se pode aprender a resolver problemas, sobretudo, se se for
disciplinado na forma de pensar e de estruturar 0s pensamentos €, consequentemente,
se se for capaz de os traduzir para o papel. Neste sentido, a familiaridade com o uso
de estratégias dentro de um modelo de resolucdo vai permitir ao aluno passar
gradualmente da resolugdo de uma situagao problemdtica mais fechada e estruturada para
uma situacfo mais aberta sem o perigo de se sentir perdido.

Assim, podemos resumir as ideias principais para resolver um problema num modelo
que estd traduzido no esquema anexo {(pag. seguinte).

Os alunos devem ser submetidos a um ensino que lhes dé a oportunidade de praticar
um ndmero significativo de estratégias através da resolucdo de vdrios problemas.

De seguida apresentamos alguns problemas resolvidos utilizando as estratégias
sugeridas.

2.4.4.1, Estratégia: fazer tentativas

-

Muitas vezes, esta é a lnica abordagem possivel. Claro que normalmente a
tentativa nao € feita as cegas mas € orientada em termos de raciocinio e verificada.
Se satisfaz as condigdes constitui solugdo, caso contrario devemos fazer outra
tentativa e voltar a testar.

© LIDEL - EDIGOES TECNICAS
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CAPACIDADES DE RESOLUGAOQ
DE PROBLEMAS

ESTRATEGIAS DE RESOLUGAQ
DE PROBLEMAS

PROCESS0OS DE RESOLUCAQ
DE PROBLEMAS

LER

- Ler toda a informagéo.
- Identificar os dados e as condi¢des da

sitvagio apresentada.

- Analisar todas as palavras, expressoes e

condigdes.

- Identificar os dados principais.
- Colocar questdes sobre o problema, de modo

a entender o que se pretende.

E COMPREENDER

O PROBLEMA

FAZER
E EXECUTAR »
UM PLANO

+ Escolher as estratégias que podem ajudar a

resolver o problema e como utiliz4-las.

- Recordar um problema semelhante ou iden-

tificar subproblemas pode ajudar.

- Organizar a informagiio numa tabela pode

ajudar a identificar melhor uma estratégia.

- Implementar a{s) estratégia(s) escolhidas.

VERIFICAR
A RESPOSTA

A 4

P Exemplo:

©)

- Verificar se as solugdes encontradas estio
de acordo com a interpretagiio do problema.

- Caso ndo sejam, verificar os cdlculos ou
mudar de estratégia.

+ Procurar resolugdes alternativas.

©

® (©

O

Descobrir um padrio/Descobrir
uma regra ou lei de formacio

Fazer tentativas/
Formular uma conjectura

Trabalhar do fim para o principio

Usar dedugiio légica/
Fazer eliminagio

Reduzir a um problema
mais simples/Decompaosicio/
Simplificagio

Fazer uma simulagéo/
Fazer uma experimentagio
Fazer uma dramatizagio

Fazer um desenho,
diagrama grifico ou esquema

Fazer uma lista organizada
ou fazer uma tabela

W O ®

No primeiro diagrama os nimeros dos circulos grandes obtém-se adicionando os
nimeros dos dois circulos pequenos adjacentes. Complete o segundo diagrama com o

mesmo padrio.

Ler e compreender o problema

Podemos formular algumas questdes que ajudem a compreensio:

* Quais sdo os nlimeros que ddo origem ao 147

2+ 12.
* E ao 187
12 + 6.
* E ao 87
2+ 6.
* O que se pretende?

26
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Resolucdo de problemas

Obter no outro diagrama niimeros a, b e c, tais que:

a+b=1l;a+c=15b+c=16.

Fazer e executar um plano

Para resolver este problema podemos proceder por tentativas

(de notar que, se os alunos tivessem conhecimentos de élgebra, @ ®
poderia resolver-se um sistema de trés equagdes a trés incognitas).

Suponhamos que a = 9.

Entio, tem de serb=2e c = 6. @ @ @
Mas, 2 + 6 # 16, logo, a tentativa falhou.

Como 2 + 6 é muito menor que 16, vamos tentar um valor de a menor. Experi-
mentemos a = 6.
Entdo,temdeserb=5ec=09.

Mas, 5 + 9 # 16, logo, voltou a falhar. @ @

W ® ©
Temos ainda de diminuir a.
Sejaa=5.
Entio, tem de serb=6¢ec = 10. @

Mas, 6 + 10 = 16,
logo, encontramos a solugio! @ @ @

Verificar a resposta

A estratégia foi bem utilizada e conduziu a uma solugdio. Os cédlculos estdo
correctos.

Mas, reparando melhor, podemos verificar que ha na solugdo encontrada uma relagéo
interessante entre 0s Nimeros.

Se adicionarmos os nimeros dos circulos maiores, € compararmos essa soma com a
dos menores,

11+15+16=42

53+6+10=21

€ no exemplo apresentado fizermos o mesmo,

14 + 18 + 8 =40

12+42+6=20

em ambos os casos se verifica que a soma dos circulos

pequenos € metade da dos circulos grandes.

Isto sugere-nos uma outra estratégia de abordagem:

Comoa+b+c¢c=21 @ @
eb+c=16,

lemos necessariamente que a = 5! @ ® @
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Descoberto a, € ficil deduzir os valores de b e c. _
Note-se que, neste caso, na fase da verificagio, encontramos uma resolugio alternativa
e até mais elegante.

Na loja do Tomas ha bicicletas e triciclos para venda. No dia 1 de Qutubro tinha ao todo
na loja 60 rodas e 27 assentos. Quantas bicicletas e quantos triciclos tinha nesse dia o Tomas?

2.4.4.2, Estratégia: fazer uma lista organizada

A listagem organizada permite-nos esgotar todos os casos possiveis e ndo esquecer
nenhum,

P Exemplo:

Na aula de desenho, o professor pediu aos alunos que criassem um novo animal,
Jjuntando dois animais j4 existentes. Podiam escolher entre a girafa, o elefante, o camelo,
0 macaco, a avestruz e o ledo. Sabendo que cada aluno criou um animal diferente, qual
o mimero médximo de alunos que o professor pode ter?

Ler e compreender o problema

Podemos formular algumas questdes que ajudem a compreensio:
* Quantos animais estdo i disposicdo? Seis.

* Como ¢é que podem criar-se animais diferentes?

Combinando dois existentes, por exemplo, a girafa e o elefante.
*» Serd que interessa a ordem? Convencionamos que nio.

Fazer e executar um plano

Vamos fazer uma lista organizada de todas as possibilidades. Um dos caminhos serd
partir do primeiro animal e combind-lo com todos os outros. A seguir, partir do segundo
e fazer as combinacdes com todos os que faltam. E assim sucessivamente, até esgotar
todas as possibilidades.

Girafaelefante Elefantecamelo Camelomacaco macacoavestruz Avestruzleio
Girafacamelo  Elefantemacaco Cameloavestruz macacoleio

Girafamacaco Elefanteavestruz Cameloleio

Girafaavestruz Elefanteledo

Girafaledo

Contando os casos possiveis, verificamos que o professor pode ter no maximo 15 alunos. |

Verificar a resposta

Podemos agora verificar se as combinag¢bes foram bem feitas, por uma ordem
determinada, de modo a ndo esquecer nenhum caso.

28
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Resoluciao de problemas

Uma escola recebeu cinco computadores para serem distribuidos por trés salas: a sala Azul,
a sala VYerde e a sala Rosa. Em cada sala deve ficar pelo menos um computador. De quantas
maneiras pode ser feita a distribuicéo?

2.4.4.3. Estratégia: fazer um desenho ou um diagrama

Esta estratégia € 1til em combinagio com outras, mas por vezes € também usada como
estratégia principal, sem a qual seria muito mais dificil ou mesmo impossivel resolver
o problema.

» Exemplo:

Num encontro de 110 alunos universitarios, a organizagio investigou os seus estudos
secunddrios e obteve a seguinte informagao:

25 estudaram Fisica

45 estudaram Desenho

48 estudaram Matemdtica

10 estudaram Fisica e Matemadtica
8 estudaram Desenho e Matemadtica
6 estudaram Fisica e Desenho
5 estudaram as trés disciplinas

Quantos estudantes tiveram Desenho mas nio tiveram Fisica nem Matemdtica?
Quantos estudantes tiveram Desenho, Fisica ou Matemdtica?
Quantos estudantes nao tiveram nenhuma das trés disciplinas?

Ler e compreender o problema

Podemos formular algumas questdes que ajudem a compreensio:

* Ha 45 alunos que estudaram Desenho. Esses alunos estudaram apenas Desenho?

Nio necessariamente. Estes alunos podem ter também estudado Matemdtica e/ou
Fisica.

* Pode haver pessoas que nao tenham estudado nenhuma destas matérias?
Sim; € possivel frequentar o ensino secundirio com outras disciplinas.

Fazer e executar um plano

Vamos construir um diagrama usando conjuntos, designadamente o conjunto F dos
alunos de Fisica, o conjunto D dos alunos de Desenho e o conjunto M dos alunos de
Matemética.
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Como pode haver alunos que ndo pertengam a qualquer destes conjuntos, estes tém
de estar integrados num universo mais vasto que designamos por U.
Uma vez que pode haver alunos pertencentes a dois ou mesmo a trés con-
juntos, o diagrama tem de prever essa possibilidade, apresentando espago para a
intersecgao.

11

,ﬁ
L

Como héi um total de 10 estudantes com Fisica ¢ Matemdtica e de 5 com as trés
disciplinas, haverd 5 com Fisica e Matemitica mas nao Desenho (regido sombreada).
Analogamente, como hd 8 alunos com Desenho e Matemitica ¢ 5 com as trés
disciplinas, hd 3 com apenas Desenho e Matemdtica. Da mesma forma se conclui
que hi 1 aluno com Fisica e Desenho mas ndo Matemitica. Para descobrir o nimero
de alunos com apenas Desenho, subtraimos de 45 (que sido os de Desenho) os
que tém Desenho e outra ou outras disciplinas, istoé,1 +3+5=9, e obtemos 36.
Procedemos de igual modo para o preenchimento das outras regides. Assim, o nimero
de estudantes com Matemética, Fisica ou Desenho é de 35 + 14 + 36 +3 + 5+ 5 +
+ 1 =99. Logo, o nimero de estudantes que nio tiveram nenhuma das trés disciplinas
é de 110 - 99 = 11.

Depois do diagrama preenchido, podemos responder as questoes formuladas.

H4 36 alunos que tiveram Desenho mas néo tiveram Fisica nem Matematica.

H4 99 estudantes com Fisica, Desenho ou Matematica.

Ha 11 estudantes que ndo tiveram nenhuma das trés disciplinas.

Verificar a resposta

Voltemos a fazer os raciocinios e os cdlculos para confirmagdo dos resultados.

TAREFA 6

Todos os dias & tarde, um navio deixa o Havre com destino a Nova lorque e outro deixa
Nova lorque com destino ao Havre. A viagem demora 7 dias e 7 noites.
Quantos navios Nova lorque/Havre encontrara o navio que sai do Havre durante a sua viagem

até Nova lorgue?
(Nao considerar a diferenga horaria entre as duas cidades) Problema do séc. XVill
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Resolucdo de problemas

2.4.4.4, Estratégia: fazer uma simulagdo

Uma simulagéo das condi¢des do problema, quer com objectos quer com um desenho
apropriado, ou mesmo recorrendo a uma dramatizagdo, pode ser muitas vezes a melhor
abordagem.

P Exemplo:

Um barqueiro tem um lobo, um cabrito ¢ uma couve para atravessar o rio. Como o
barco é pequeno, s6 pode levar um de cada vez. Por outro lado, sabemos que o lobo
ameaga o cabrito e que o cabrito ameaga a couve.

Quantas travessias deve o barqueiro fazer para que nio fique em perigo nenhum dos
seus “passageiros”?

Problema do séc. VIII

Ler e compreender o problema
Podemos formular algumas questdes que ajudem a compreensio:

+ Quantos passageiros podem estar no barco em cada travessia?
Um passageiro.

* Que passageiros é que podem estar na margem sozinhos?
Se estiverem dois, apenas podem ser o lobo e a couve.
Fazer e executar um ptano

Para resolver este problema podemos simular as travessias dos passageiros com
objectos (ou com uma dramatizagdo) ou fazer um diagrama.

w - Lobo T —p A
1.* travessia A
A — Cabrito
& - Couve (Wl <+ 21 : A
* travessia
L] —ip WA

3.* travessia i

& A o+ 4" travessia A v

5.2 travessia @

6." travessia ve

—p v A S

7.2 travessia A

@ LIDEL - EDIGOES TECNICAS

Assim, verifica-se que sdo necessdrias sete travessias.
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Verificar a resposta

As estratégias foram bem utilizadas?
Respeitaram-se as condi¢des do problema?
O nimero de travessias indicadas é o minimo?

TAREFA 7

Temos cinco discos brancos e cinco discos pretos alinhados como mostra a figura.

QOOO0O0O0O00O00

0 (nico movimento permitido é a troca de posicao entre dois discos adjacentes.
Qual é o menor nimerc de movimentos que tem de se efectuar para obter a seguinte
sequéncia dos discos?

OOO0OO0OOOOO

2.4.4.5, Estratégia: reduzir a um problema mais simples/
descobrir um padréo

Uma das estratégias mais poderosas de resolugdo de problemas é a procura de
regularidades em casos particulares, reduzindo a um problema mais simples, que
conduza a uma lei de formagdo aplicdvel ao caso geral.

- Exemplo:

Num clube de ténis vai realizar-se um campeonato numa mio, isto é, cada um dos
dez atletas participantes jogard com cada um dos outros uma vnica vez.
Quantos jogos se disputardo no campeonato?

Ler e compreender o problema
Podemos formular algumas questdes que ajudem 4 compreensio:

* Quantos atletas v@o disputar o campeonato?
Dez.

« Significa que cada atleta jogard com cada um dos outros uma tinica vez?
Significa que, se o atleta A j4 jogou com o atleta B, estes dois ndo voltario a jogar
um com o outro.

Fazer e executar um plano

Vamos comegar por reduzir a um problema mais simples, imaginando que havia
apenas dois, e depois trés, quatro, etc., atletas a disputar o campeonato, e determinar o
nimero de jogos em cada caso, recorrendo a um diagrama.

32




Resolucao de problemas

2 atletas 3 ailetas 4 atletas 5 atletas
| jogo 3 jogos 6 jogos 10 jogos

De seguida, podemos organizar os dados numa tabela e procurar descobrir um padrio.

L Atletas Jogos
[ 2 1
3 Shisl
4 6=3+3=1+2+3
5 10=6+4=1+2+3+4

Descobrimos assim que, por cada atleta que entra o nimero de jogos a mais vai
aumentando e esse aumento € igual ao nimero total de atletas menos uma unidade,
porque esse atleta que entra vai jogar com todos os que jéd estavam considerados (e ndo
com e¢le proprio!).

Assim, se forem dez atletas o nimero de jogos sera

1+24+3+4+54+46+7+8+9=45.
O nimero total de jogos a disputar € de 45.

15

Note-se que, embora a estratégia fundamental seja a descoberta do padrio, utilizdmos
outras estratégias para a resolugdo deste problema, tais como:

—reduzir a um problema mais simples;

— fazer diagramas;

- fazer uma tabela.

E muito frequente o recurso a vérias estratégias combinadas. No caso concreto da
ar tabela, esta por si s6 ndo conduz 2 solug@o, mas é muito Atil para organizar os dados.

Verificar a resposta

A simplificagio do problema para um menor nimero, que ia aumentando, de atletas
€m jogo, aliado 2 elaboragao de diagramas e A construgdo de uma tabela para registo
dos virios casos, ajudou-nos a descobrir uma lei de formagdo entre o niimero de jogos
€ 0 respectivo niimero de atletas. Claro que podiamos simplesmente ter listado, de forma

ia
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organizada, todos os jogos possiveis com dez atletas e contd-los. Representando og
atletas pelas dez primeiras letras do alfabeto, temos:

—

AB BC CD DE EF FG GH HI 1
AC BD CE DF EG FH GI HJ

AD BE CF DG EH FI Gl

AE BF CG DH EI FJ

AF BG CH DI EJ

AG BH CI DI

AH BI cl

Al BJ

Al

9+8+7+6+5+4+3+2+1=45

Aqui, utilizdmos como estratégia a elaboragdo de uma lista organizada. Poderiamos
também ter recorrido a uma dramatizacdo da situagdo. No entanto, a descoberta do
padrio, num ou noutro processo, ¢ a estratégia mais poderosa, pois permite
generalizar para um nimero qualquer de atletas. Se este niimero for muito grande,
torna-se mesmo impossivel a listagem ou a elaboracéo de diagrama.

Deste exemplo sobressai a forga extraordindria da estratégia da descoberta de um
padrao.

TAREFA 8

Um nimero quadrado é um namero que pode ser representado geometricamente por pontos
dispostos em quadrado. Quatro é um nimero quadrado. Obtém-se acrescentando um nimero
impar de pintas ao primeiro nimero quadrado, o 1.

Qual é o maior niimero quadrado inferior a 150?

2.4.4.6. Estratégia: trabalhar do fim para o principio

Quando sabemos o ponto de chegada mas nio conhecemos o ponto de partida, torna-
-se Util trabalhar do fim para o principio. Esta estratégia exige e a0 mesmo tempo
desenvolve a reversibilidade de pensamento e o conhecimento das operagdes inversas.

P Exemplo:

O Jodo foi a uma loja e gastou metade do dinheiro que tinha e ainda mais um euro.
Depois, entrou numa segunda loja e gastou metade do dinheiro que lhe restava e ainda
mais um euro, tendo esgotado o dinheiro todo. Quanto dinheiro tinha ele antes de ir 2
primeira loja?
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I8 Ler € compreender o problema

Podemos formular algumas questdes que ajudem a compreensao:
Quais sdo as acgbes do Jodo?

Entra em duas lojas onde gasta dinheiro.

Com quanto dinheiro ficou o Jo&o no fim?

Com zero euros.

O que se quer saber?

-Quanto dinheiro tinha o Jodo no principio.

Fazer e executar um plano

Vamos raciocinar do fim para o principio.

Dinheiro do Jodo (€)

0S8
1o No fim 0
te
le, Na 2* Antes de gastar 1 € 1
loja Antes de gastar metade do que lhe restava 2
in
Antes de gastar 1 € 3
Na 1*
loja Antes de gastar metade do que tinha 6

J0s

i Antes de entrar na primeira loja o Jodo tinha 6 euros.

Verificar a resposta

Voltemos a confirmar os raciocinios e os cilculos para ver se estdo bem feitos.

TAREFA 9

Num jogo para dois participantes ha 15 moedas na mesa. Cada jogador tira, na sua vez,
uma, duas ou trés moedas. O jogador que tirar a Oltima moeda ganha o jogo.
Descubra uma estratégia vencedora para o primeiro jogador.

12~ 2.4.4.7, Estratégia: usar dedugéo logica

po

as. 2 Quando hd muitas informagdes, temos de usar raciocinio légico para eliminar casos
g lmpossiveis e seleccionar as situagdes correctas.
U
-
2 p
3 Exemplo:

0, B8

da B, O Anténio, o Bernardo, o Carlos, o Diogo, o Ernesto e o Filipe tém, como animais
w . - ~ R .

-a e de estimacdo, um cfo, um gato, um peixe, um canario, uma rola e um hamster.
3 g P
(3}

(1) O Anténio, o Bernardo e o Filipe nio gostam de animais com pélo. (2) O dono do
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candrio brinca muitas vezes com o Anténio. (3) O dono do peixe tem um ano mais que
0 Antdnio ¢ um ano menos que o Filipe. (4) O dono do cdo j partiu de férias com o

Carlos e com o Emnesto, mas este iltimo s6 partiria com o dono do gato. Quem & o dong
de cada animal?

Ler e compreender o problema

Podemos formular algumas questdes que ajudem & compreensio:
Quantos sdo os rapazes? E os animais?

Sdo seis,

O que se sabe sobre o dono do peixe?

Tem um ano mais que o Anténio ¢ um ano menos que o Filipe.
Etc.

Fazer e executar um plano

Como temos muitas condicionantes em jogo, vamos mais uma vez organizar os dados
numa tabela e, raciocinando logicamente, vamos eliminando as impossibilidades e
tirando conclusdes.

Representam-se os rapazes pela primeira letra do seu nome e as impossibilidades
por X e a alinea respectiva quando for caso disso. Por exclusdo de partes seleccio-
nam-se os factos verdadeiros com V.

A B C D E F
Cio X X{I)y X@ v X X/
Gato X X( v X X4 XM
Peixe X (3) v X X X X3
Candrio X (2) X X X X A%
Rola v X X X X X
Hamster X (1) X X X v X

Podemos assim concluir que:

O Anténio € o dono da rola;

O Bernardo € o dono do peixe;
O Carlos é o dono do gato;

O Diogo € o dono do cdo;

O Ernesto € o dono do hamster;
O Filipe é o dono do candrio.

Verificar a resposta

Repitamos os raciocinios feitos para confirmar se estdo correctos.

36
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Resolugao de problemas

TAREFA 10

Ya, Ba, Ua, Ta e Ga sdo cinco extraterrestres que viajam numa nave espacial.
Ya é mais novo que Ua.

Ya nao & o mais novo do grupo.

56 um dos amigos € mais velho que Ga.

Ga & mais novo que Ba.

Ordene os amigos por ordem crescente das suas idades.

2.5. FORMAS DE ABORDAR AS INVESTIGAGOES

Uma abordagem de investigagao fornece experiéncias muito ricas para o pensamento
mateméatico, tais como a descoberta de padrdes, a elaboragio, teste, refutagdo ou prova
de conjecturas e o estabelecimento de generalizages.

Pirie (1987) afirma que numa tarefa de investigagio os resultados sdo desconhecidos
para os estudantes e que “a resposta correcta” ndo ¢ esperada; deste modo, eles terao
de explorar as possibilidades, fazer conjecturas e persuadir-se a si proprios e aos outros
acerca da validade das suas descobertas. Isto significa que, quando formulam con-
jecturas, tém de generalizar e, consequentemente, € importante justificar essas conjectu-
ras e, se lhes for pedido, prové-las.

Os programas oficiais de matemitica também reflectem estas ideias: os alunos podem
explorar uma tarefa aberta, reconhecer e descobrir padrdes, fazer e testar conjecturas,
estabelecer conclusdes e comunicd-las oralmente ou por escrito (DEB, 2000).

Pensamos assim que € importante a sistematizagdo de uma forma de abordagem deste
tipo de tarefas. Baseando-nos em Stevenson (2001), apresentamos de seguida um resumo
das trés fases que deverdo ser percorridas na realizagio de uma tarefa de investigagao.

Fases de uma Investiga¢do (adaptado de Stevenson, 2001)

Fase indutiva

- Exploragio inicial de modo a tomar contacto com a proposta € a ter uma ideia
precisa sobre a questdo central

— Sistematizacdo e organizagdo dos dados com vista ao seu relacionamento

— Procura de um padriio ou regularidade nos dados

— Testagem do padrdo em mais dados

— Formulagdo de uma conjectura

Fase dedutiva

- Argumentag@o com vista a justificagio da conjectura feita
— Demonstragio da conjectura

Fase criativa

= Procura de extensdes da questdo em estudo
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Analisamos de seguida um exemplo, colocando em relevo as trés fases da investigacao.

P Exemplo:

Descubra todos os nimeros naturais que t€m exactamente trés divisores.
Resolucdo
Fase indutiva

Comegamos por fazer algumas experi€ncias numéricas.

1 tem um divisor.

2 tem dois divisores.
3 tem dois divisores.
4 tem trés divisores.
5 tem dois divisores.

6 tem quatro divisores.

7 tem dois divisores.

8 tem quatro divisores.

9 tem trés divisores.

10 tem quatro divisores.

11 tem dois divisores.
12 tem seis divisores.
13 tem dois divisores.

14 tem quatro divisores.
15 tem quatro divisores.

16 tem cinco divisores.
17 tem dois divisores.
18 tem seis divisores.
19 tem dois divisores.
20 tem seis divisores.

21 tem quatro divisores.
22 tem quatro divisores.

23 tem dois divisores.
24 tem oito divisores.
25 tem trés divisores.

26 tem quatro divisores.

Os nimeros encontrados até agora sdo 4, 9 e 25. O que t€m estes nimeros em
comum?

Sdo todos quadrados perfeitos. 4 = 22; 9 = 32; 25 = 52. Mas o 16 também € e tem
cinco divisores. 16 = 42. Os que nos interessam sdo sé os quadrados perfeitos de 2, 3, 5, ...

Haveri um padrio nestes nimeros? Sim, sd0 niimeros primos.

De seguida testamos esse padrdao noutros casos, como em 49 = 72, 121 = 112,
169 = 132, ...

Também funciona.

Com base no reconhecimento dos nimeros encontrados, formulamos uma conjectura
para o tipo de nimeros que tém esta propriedade: sao os quadrados perfeitos de primos.

Fase dedutiva

Para a justificagdo da conjectura, ¢ atendendo ao nivel e conhecimentos dos alunos,
pode usar-se uma linguagem mais ou menos formal.

Neste caso, para justificar que todo o quadrado perfeito dum primo tem exactamente
trés divisores, poderd argumentar-se com a defini¢do de primo - inteiro que possui
exactamente dois divisores; atendendo a que o nosso nimero é o quadrado dum primo,
vai passar a ter trés — e sé trés — divisores: a unidade, o primo ¢ o préprio niimero. Nao
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Resolugdo de problemas

pode ter mais porque um novo divisor implicaria a factorizagdo do primo num produto
ndo trivial, o que contrariava a defini¢do de primo.

Reciprocamente, se um niimero n tiver exactamente trés divisores, como estes se
“agrupam” aos pares, cujo produto € n, dois dos divisores sdo necessariamente a unidade
e o préprio nimero n, ji que | X n = n. O terceiro divisor, seja d, se ndo tem par faz
par com ele préprio, ou seja, d x d = n. Entdo, n = d?, 0 que prova que n € quadrado
perfeito. Falta s6 provar que 4 € primo, mas s¢ nao fosse teria ele proprio divisores além
da unidade e de d, o que arrastaria mais divisores para o nimero # inicial. E isto néo
pode dar-se ji que partimos da hip6tese de que n tem apenas trés divisores.
Concluindo: os nimeros que tdm exactamente trés divisores sio os quadrados
perfeitos dos nimeros primos.

Fase criativa

Esta investigagio pode sugerir-nos o estudo de outras propriedades, como por
exemplo:

. quais sio os nimeros que tém exactamente cinco divisores;

ou, atendendo & constata¢io anterior de que uns t&m um nimero par e outros um

ndmero impar de divisores:
- quais s3o os nimeros que t2m um nimero fmpar de divisores?

2.6. FORMULAGAO DE PROBLEMAS

Apesar de reconhecer a importincia da formula¢do de problemas, Pélya deu mais
atengdo a resolugiio de problemas. Contudo, nos dltimos anos, 0 NCTM (1989, 1991,
1995, 2000) tem vindo a defender a formulagio de problemas como uma actividade
bastante importante a considerar nas aulas de matemdtica a par da resolucédo de
problemas.

A principal diferenga entre estas duas actividades reside no facto de que, enquanto
na resolugio de problemas é o professor que formula a priori o problema ou a pergunta,
0 que para muitos autores é considerado como um factor limitador para as finalidades
do trabalho escolar, na formulagio de problemas sio os alunos que se envolvem em
situacdes do seu contexto social, problematizando-as e processando a formulagdo dessas
situagdes a problemas. Em relagfio a este aspecto pode dizer-se que a formulagdo de
problemas permite que os alunos inventem problemas usando a sua prépria linguagem
dentro das suas préprias vivéncias e contextos, proporcionando uma alternativa
interessante ao ensino tradicional da resolugio de problemas.

A formulagéo de problemas tem sido entendida quer como a criagio de novos
problemas quer como a reformulagio de um dado problema. Para Palhares (1997), a
“formulacdo de problemas ocorre quando um individuo inventa ou descobre um
problema” (p. 167). Pensamos que a importancia da formulagéo de problemas € inques-
tiondvel, pois é uma actividade fundamental que contribui consideravelmente para a
compreensio dos conceitos mateméticos ao proporcionar uma revisao quer do processo
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necessdrio para resolver determinado problema quer dos conteidos envolvidos. Nesta
sequéncia, Ernest (1991) refere que a formulagfio encoraja a criagio de conhecimento
pelos alunos. Os professores tém de estar atentos as situagdes com que sdo confrontados,
que podem ser provocadas ou ocasionais, para reconhecerem as suas potencialidades
matemadticas ¢ a partir delas serem capazes de transformd-las em situagdes desafiantes
¢ matematicamente ricas para os alunos. Por outro lado, a partir de um dado problema
podemos obter novos problemas, simplificando-os, enriquecendo-os ou ainda adaptan-
do-o0s ao nivel de ensino que pretendemos.

Silver (1995} refere que a formulacdo de problema pode ocorrer antes da resolugio
do problema, isto €, quando a partir de uma determinada situagfo se gera o problema;
durante, quando se modificam intencionalmente as condi¢des ou os objectivos do pro-
blema; e depois da resolugéio do problema, quando a partir do problema resolvido se
modificam ou aplicam as condi¢Bes ou experiéncias tidas com a resoluc@o a novas situa-
¢oes. Neste sentido, a formulacdo pode surgir quer a partir de problemas existentes quer
a partir de uma determinada situagio ou conjunto de dados. Em relagfo as fases propostas
por Silver, a tltima € bastante recorrente quando se fazem as extensdes a um problema.

A questio da formulag¢do de um problema € uma das caracteristicas referidas por Ernest
(1996) que permite fazer a distingdio entre uma investigacdo € um problema. Saber colocar
questdes € vital, sobretudo quando se resolvem situagdes muito abertas. Deste modo, a
formulagio de problemas é uma componente essencial na aprendizagem da matematica.

Vejamos algumas estratégias para a formulagio de problemas.

2.6.1. ESTRATEGIAS PARA A FORMULAGAO DE PROBLEMAS

2.6.1.1. Aceitando os dados

A partir de uma dada situacfo, estitica, como seja, por exemplo, uma defini¢ao, uma con-
di¢do, um objecto, uma figura, uma tabela, formulam-se perguntas (Brown e Walter, 1993).

P Exemplo:

Com base na tabela, que indica o nimero de alunos por cor de olhos de duas escolas,
formule algumas questdes de modo a obter um problema.

Escola 1 Escola 2
azul 219 azul 46
1.° ano castanho 346 castanho 328
outra 24 outra 23
azul 206 azul 53
2.° ano castanho 304 castanho 289
outra 83 outra 42
azul 162 azul 22
31.° ano castanho 381 castanho 341
outra 47 outra B
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Resolugdo de problemas

Partindo desta tabela podemos formular vdrias questdes, como por exemplo:

Em qual das escolas é maior a percentagem de alunos com olhos azuis?
Qual a cor mais comum nas duas escolas?
No 1.° ano quantos alunos nio tém olhos azuis ou castanhos, em cada uma das

escolas?

Faga o grafico mais adequado que permita comparar a cor dos olhos dos alunos entre
as duas escolas.

Faga o grafico mais adequado, para cada uma das escolas, que ilustre a percentagem
de alunos distribuidos pela cor dos seus olhos.

2.6.1.2. E se em vez de

A partir de uma situagdo identificamos quais as suas propriedades ou atributos.
Negamos uma ou mais dessas propriedades e, entio, formulamos perguntas que, por sua
vez, poderdo originar a negac¢do de outra propriedade e mais perguntas (Brown e Walter,
1983).

P Exemplo:

Seja a condigio x? + y? = z2. Partindo da anilise desta condigio, formule um
problema.

1.°) Podemos comecar por identificar que € a condigdo geradora dos ternos
pitagéricos; 2.°) Identificamos, por exemplo, duas das suas propriedades: trata-se de uma
igualdade e todas as varidveis tém expoentes iguais; 3.°) Modificando as propriedades,
por exemplo, negando a condigdo, obtemos uma inequagio x* + y? < z?; 4.°) Podemos
agora formular uma questao:

“Determine os nimeros naturais, X, y € z, que sio solugdo da condigéo x* + y? < z¥7,
5.%) Analise a questdo.

2.6.1.3, Variagdo de um problema

Quando trabalhamos com problemas € essencial a variagio de um problema. A partir
de um problema podemos obter outros problemas por meio de decomposigio € recom-
posicio, de analogia, de particularizacio e generalizagdo (Pélya, 1957).

P Exemplo:

Partindo do problema “Dadas as trés dimensdes de um paralelepipedo rectingulo,
calcule a diagonal”, formular outros problemas.

Podemos obter, por exemplo, outros problemas, mudando alguns dos dados.

Por generalizagio “Calcular a diagonal de um prisma rectangular, sendo dadas as trés
arestas que partem de um vértice” ou, por analogia, “Calcular a diagonal de um hexaedro
regular de aresta dada”.
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2.6.1.4. De problema para problema

A partir do problema original e da sua resolugio podem-se desenvolver muitos
problemas mudando algumas condigdes ou atributos do problema original (Takeuchi e
Sawada, citados em Becker ¢ Shimada, 1997). Esta estratégia pode ser interpretada como
um caso particular da estratégia anterior.

» Exemplo:

Sdo feitos quadrados com fosforos, como mostra a figura. Quando temos oito
quadrados, quantos fésforos sdo usados?

Depois de resolver este problema podemos propor outros, mudando no problema
original “quadrado” para “tridngulo”. Também podemos criar um novo problema onde
se pergunte o numero de quadrados que se podem construir seguindo o padrio
apresentado utilizando um nimero determinado de fésforos (problema inverso).

2.6.1.5. Recontextualizagao

Depois de resolvido um dado problema e identificada alguma caracteristica, podem-
-se formular novos problemas fixando essa caracteristica e envolvendo-o em novo
contexto (Palhares, 1992).

— . —— e dn . SR

P Exemplo:

Na festa da Sofia, dez pessoas cumprimentam-se com um aperto de mio. Quantos
apertos de mao sdo trocados na festa se todos se cumprimentarem uns aos outros?

Identificando a estratégia que se utilizou para resolver este problema, e que foi a
descoberta de um padrdo, podemos formular o seguinte problema:

“Quantas rectas ficam definidas no plano se tivermos dez pontos nio colineares, trés
p
a trés?”

‘ Comente a afirmagdo: "Matematica é resolucdo de problemas”.
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Exercicios e Problemas

Distribua cada um dos ndmeros -1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9 — pelos circulos de
modo a que a soma dos trés niimeros seja 999.

O O O

O O O
+O O O
9 9 9

O sr. Silva pediu ao santo da sua terra que lhe duplicasse o dinheiro que tinha
na mao. O santo aceitou com a condigdo de o sr. Silva lhe dar a seguir dez euros de
esmola e repetir o processo mais duas vezes. No fim, o pobre homem ficou sem nada.
Quanto dinheiro tinha ele & partida?

m Joana e Mateus estio encarregados de dispor as mesas para o lanche da escola.
Hi cinco mesas quadradas que sdo todas do mesmo tamanho. As mesas devem estar
dispostas de modo que os lados se toquem completamente. De que diferentes maneiras
podem as mesas ser arranjadas?

m Quantos tridngulos pode ver na figura?

m Um caracol prepara-se para subir um muro de 8 m de altura. Todos os dias sobe
trés metros mas de noite escorrega dois. Quantos dias demora a atingir o cimo?

m Miguel, Maria, Marcos ¢ Marta foram & feira popular, onde todos estiveram
em divertimentos diferentes. Escolheram o carrossel, a montanha russa, os avides
€ 0 comboio fantasma. Nenhuma rapariga andou de avido. Em que divertimento andou
a Marta enquanto o irmdo do Miguel estava na montanha russa ¢ a Maria no
carrossel?

© LIDEL — EDIGOES TECNICAS
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O Carlos quer fazer umn arquivo das suas cassetes de video. Para isso vai numeré-
-las ordenadamente comegando no 1, e utiliza autocolantes colando um digito de cada
vez. No fim do trabalho o Carlos utilizou no total 492 digitos autocolantes. Quantas
cassetes de video tem ele?

m Numa circunferéncia estdo marcados quinze pontos. Usando todos esses pontos,
quantas cordas podemos tragar?

m Um quadrado mégico € tal que a soma de cada linha, coluna e diagonal € g
mesma.

Disponha na grelha os nimeros de 1 a 9 de modo a obter um quadrado magico.

m A Ana deu ao Berto e a Clara tantos rebugados a cada um quantos os rebucados
que eles j4 tinham. Em seguida, o Berto deu 4 Ana e a Clara tantos rebucados a cada
uma quantos os rebugados que elas tinham. Por fim, a Clara deu 2 Ana e ao Berto tantos
rebugados a cada um quantos os rebugados que eles tinham. No fim, cada um dos trés
ficou com 24 rebugados.

Quantos rebugados tinha cada um 2 partida?

m A turma da professora Noémia estd sentada no chio em circulo. Todos os alunos
estdo igualmente espagados e numerados por ordem. O niimero 5 estd sentado exacta-
mente em frente do nimero 16.

Quantos alunos tem a turma?

m Trés jovens casais tém os seguintes elementos: Helena, Joana, Rita, Jodo, Pedro
¢ Bruno. Jodo € médico. A ocupagio dos outros &, ndo respectivamente, artista, cantor,
piloto, secretéirio e novelista.

~ Jodo € casado com a artista;
— Helena é a mulher do piloto;
Rita € casada com o novelista;
— Bruno nao é novelista nem casado com a secretiria.

Quem € casado com quem?
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Na cantina da escola podem sentar-se a uma mesa quatro pessoas. As mesas séo
todas iguais. Se se juntarem duas mesas, podem sentar-se seis pessoas.

O O

O O O
O O

O
O

O

Quantas mesas serdo necessdrias para sentar vinte pessoas?
Quantas pessoas podem sentar-se em 14 mesas juntas?

m Trés vastlhas tém 3, 5 e 9 litros de capacidade. Como poderemos usar essas
vasithas para medir exactamente 7 litros de dgua?

m O avo tem na carteira trés notas de 20 euros, trés de 10 euros e trés de 5 euros.
Tirando A sorte trés notas da carteira, que quantias podem estas perfazer?

m Desenhe os dois termos seguintes da sequéncia de pontos:

[ T T ~ ]

Quantos pontos serdo necessarios para desenhar o termo de ordem 15?

A partir do problema — “Estdo seis pessoas numa sala, quantos apertos de
mio se trocam?’ - Formule um novo problema que utilize a mesma estratégia de
resolugdo.

m Considere a seguinte informagao:

A Inés tem as seguintes moedas

3 moedas de 1 céntimo

8 moedas de 2 céntimos
5 moedas de 20 céntimos
11 moedas de 50 céntimos
5 moedas de 1 euro

© LIDEL - EDICOES TECNICAS
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18.2. Sabendo que estdo a venda os seguintes artigos

Um gelado por € 2

Um copo de leite por € 0,35
Um péster por € 2,65

Uma bola por € 3,15

Utilize toda a informagio disponivel para formular novos problemas.

m Considere a seguinte informagéo:

“Quatro dos cinco dentistas entrevistados recomendam a pastilha eldstica Xicle”.

Utilize a informagdo dada para formular um problema.

m Considere os trés tridngulos cujas dimensdes estdo assinaladas

Formule problemas que recorram a informagdo dada.

m Utilize os esquemas seguintes para formular um problema

1M
LI

E Formule um problema que se adapte a cada um dos seguintes graficos, onde

t — tempo e d — distdncia
t t
t t
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O super chocolate € apresentado em caixas onde os caramelos estdo dispostos
no centro de cada uma das filas de bombons, como mostra a figura.

;ﬂ i 0000
o 0 0 0 0 0.0.0.

As dimensdes de cada uma das caixas diz-nos quantas colunas e quantas linhas de
bombons tem cada caixa.
Descubra um método para encontrar o nimero de caramelos € de bombons em cada
uma das caixas sabendo as suas dimensdes. Explique e justifique o método que usou
para chegar ao resultado.

Adaptado de Principles and Standards, NCTM, 2000

m Considere a sequéncia

que se obteve do seguinte modo:

— parte-se de um nimero qualquer (neste caso, 3)
- para os nimeros seguintes:

* se o nimero for par, passa-se para metade;
* se o mimero for impar, acha-se o triplo e adiciona-se uma unidade.

24.1. Escreva os termos seguintes da sequéncia.
24.2. Investigue o que se passa com outro niémero inicial.
24.3. Tire conclusdes.

Conjectura de Collatz

E O sr. Antunes quer fazer uma piscina rectangular rodeada de um passeio,
formado por azulejos quadrados, como mostra a figura.

EDIGOES

Explique por palavras, recorrendo a niimeros, a tabelas, etc., o nimero de azulejos

que sdo necessérios para colocar A volta de uma piscina rectangular com quaisquer
dimensdes.

LIDEL
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m Sabendo que ® Representa um nimero par
® Representa um niimero impar

Complete a igualdade de modo a obter uma afirmagdo verdadeira. Justifique.

o+0=...

Descubra outras igualdades verdadeiras usando os mesmos simbolos e as operagdes
adi¢do e multiplicagio. Justifique.

Num quadrado podem inscrever-se vérios quadrados.
Desses quadrados consideremos aqueles cujos vértices sdo pontos de intersecgio dag
quadriculas com os lados do quadrado inicial.

B Exemplo:

Na figura, temos um quadrado 3 x 3, com um quadrado inscrito, nas condigdes
indicadas.

Descubra quantos quadrados, nestas condigdes, se podem inscrever no quadrado
3x37 E em quadrados 4 x4?7 E 5 x 57

Descubra possiveis relagdes entre as dreas do quadrado inicial e dos quadrados
inscritos.

Adaptado de Marthematics Teaching in the Middle School (NCTM, Fev. 1998)

] " L. , i

® ® A figura representa os vértices de um octégono regular e o res- |

. . . pectivo centro. |

Investigue quantos tridngulos e quadrildteros € possivel desenhar §€ |

A . unindo alguns dos nove pontos e classifique-os. I
[

E Descubra todos os rectingulos que pode identificar num tabuleiro de xadrez
(8 x 8).
Tire conclusdes.

—— —_—
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m Diffy (Adaptado do jogo inventado por Herbert Wills)

1.° Passo: Utilize o diagrama de composig¢io de circulos apresentado e escolha quatro
nimeros para colocar nos quatro circulos da primeira fila.

2.° Passo: Em cada um dos trés primeiros circulos da segunda
linha escreva as diferengas dos mimeros que o ladeiam na primeira
linha, subtraindo o mais pequeno do maior. No quarto circulo coloque
a diferenca entre o maior e 0 menor dos nimeros situados no primeiro
e dltimo circulo da primeira linha.
3.° Passo: Repita o segundo passo nas linhas sucessivas do diagrama. Pare se obtiver
uma linha de zeros.
4.° Passo: Repita 0s 1.°, 2. e 3.° passos vdrias vezes, comegando de cada vez com
nimeros diferentes.

e, B, G,
Fa K, G

30.1. Pensa que o processo acaba sempre?

30.2. Consegue indicar quatro ndmeros para os quais o processo pare no segundo
passo? No terceiro passo? Tente com vérios mimeros de partida.

30.3. Sera capaz de arranjar quatro niimeros de tal modo que o processo pare ao fim
de oito passos?

30.4. Experimente o Diffy comegando com os niimeros 17, 32, 58 e 107.
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